Chapitre 5

Oscillations forcées des systémes a
deux degrés de liberté

5.1 Equations de Lagrange

Soit un systéeme a deux degrés de liberté, soumis a des forces qui dérivent d'un poten-
tiel, a des forces de frottement de viscosité et des forces extérieures. Si les coordonnées

énéralisées sont g; et les équations de Lagrange s’écrivent :
1 29
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Dans cette expression [y, et F, sont les forces généralisées conjuguées des coordonnées

généralisées respectives q; et ¢o. Elles sont respectivement définies par

- by = % P dans cette expression 0\, représente le travail des forces extérieures
dg2=0
pour une variation dg; de la coordonnée ¢y, lorsque gy = 0.
- F, = % P dans cette expression 05 représente le travail des forces extérieures
3q2#0

pour une variation dgs de la coordonnée ¢, lorsque gy = 0.

5.2 Systéme masses-ressorts-amortisseurs

Pour étudier les particularités des oscillations forcées des systémes & deux degrés de
liberté, étudions le systéme symétrique suivant soumis & une force horizontale F', appliquée

a la premiére masse.
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5.2.1 Equations différentielles
Les équations différentielles du mouvement s’écrivent :

mil—l—(k—i—K)zl—l—ail—Kxg = F
—Kl’l—i‘mjg—i‘(k?—i‘K)l’g—i‘Oﬂ}g =0

5.2.2 Etude du régime permanent sinusoidal
Solution permanente

La solution générale de systéme d’équations différentielles est égale a la solution de la
solution du systéeme homogene et d’une solution particuliére. La solution de I’équation ho-
mogene, en raison de ’amortissement, tend vers zéro lorsque le temps augmente. Lorsque
le régime permanent s’établit, la solution devient égale a la solution permanente et s’écrit
alors :

x1 = Xjcos(Qt+ @)
xy = Xscos (U + ¢y)

Pour calculer les amplitudes X; et X5, ainsi que les phases ¢; et ¢,, utilisons la
méthodes des nombres complexes. On peut ainsi écrire :

r1 = Re (&1 ejm) 2 = Re (52 ejm) F =Re (F ejm)

Dans ces expressions les amplitudes complexes sont définies par
X, =X el X, =X, eI P2 F=F, el
Dans ce cas les équations différentielles se transforment en équations algébriques :

k+K—mQ2+joa) X, - KX,=F
1 2
—KX,+(k+K—-—mQ?+ja) X, =0
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Amortissement négligeable

Considérons d’abord le cas d’un amortissement suffisamment faible pour que 'on
puisse considérer que o >~ 0. Le systéme d’équations différentielles s’écrit alors

(k+K-mQ)X, - KX,=F

Les solutions de ce systéme sont :

v - £ (@-9)
ST n@@-0) - )
¥, - KF 1
=T (- ) @R )
k+2K
Les pulsations wy; = {/ — et wy = i sont les pulsations propres calculées au
m

m
chapitre précédent. La valeur de la pulsation €24 est :

K
Qa4 =/ 2F
m

Les amplitudes des déplacements X; et X5 sont alors données par

E |04 -0
X1 = =3 211, ,2 2
m|w1—Q||w2—Q|
KF 1
X2 -

m? Jwi — Q[ |wf — @2

Les variations des amplitudes X; et X5 sont représentées sur les figures ci-dessous

(O] [0
C\)l QA mZ Q 1 QA 2 Q

Variation de X; en fonction de 2 Variation de X5 en fonction de 2

On remarque que le phénomeéne de résonance se produit pour X; comme pour Xo
lorsque la pulsation d’excitation €2 est égale a 1'une des pulsations propres w; ou ws
du systéme. L’amortissement étant trés faible, les amplitudes a la résonance sont trés
importantes. Lorsque la pulsation () devient trés grande, ces amplitudes tendent vers zéro.
Enfin lorsque €2 = Q 4, Pamplitude X est égale & zéro; pour cette raison, la pulsation 24
est appelée pulsation d’antirésonance.
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5.3 Impédance

Considérons le systéme a deux degrés de liberté étudié dans le paragraphe précédent
dans lequel nous supposons que 'amortissement est nul (v ~ 0). En régime stationnaire,
on obtient pour 'amplitude complexe de la vitesse X :

Q 02— 02

SR [OE

On en déduit I'impédance d’entrée :

F m (9% — w?) (Q% — w3)

Z :.—:.—

Les figures ci-dessous donnent les variation de X et Z en fonction de Q. On note le
phénomeéne de résonance lorsque la pulsation d’excitation {2 est égale a I'une des deux
pulsations propres w; ou ws. A ces pulsations, le module de I'impédance d’entrée est nul.
Enfin, lorsque 2 est égale a la pulsation d’antirésonance {24, la vitesse de la premiére masse
est nulle et le module de I'impédance d’entrée est infini. Lorsque €2 — oo, Zg >~ mf).

Q

Variation de |Z | en fonction de 2

en fonction de Q2

Variation de ‘X 1

5.4 Application

Le phénomene d’antirésonance peut étre avantageusement utilisé pour supprimer une
vibration résultant d’une résonance dans un systéme mécanique.

Considérons le systéme a deux degrés de liberté de la figure ci-dessous. Les équations
différentielles du mouvement s’écrivent

m$1+al’1+<k+K)I1—K$2:F
—le—l—mig—i—Kxg:O

http://www.usthb.dz/cours/cours_djelouah/








